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Resumen

La computacién cuantica nos permite simular sistemas de particulas cuyo com-
portamiento y propiedades solo puedan ser explicadas con las leyes de la mecanica
cuantica. Una de estas particulas son los neutrinos, particulas muy interesantes que
pueden ser la clave para desvelar grandes misterios del universo. En este trabajo
estudiaremos las oscilaciones de neutrinos, una propiedad caracteristica de estas
particulas cuyo descubrimiento da una informacion crucial sobre su naturaleza. Si-
mularemos este fenémeno con un ordenador cuantico para demostrar el potencial de
esta tecnologia. Esto va mas alla de una simulacion clasica, pues estaremos creando
un sistema totalmente cuantico con las mismas propiedades que un neutrino.

Quantum computation gives us the possibility to simulate particle systems which
behaviour and properties are only explained by quantum mechanics. One of those
particles are neutrinos, very interesting particles that can be the key to reveal the
greatest mysteries of our universe. In this thesis we will study neutrino oscillations,
one characteristic property of these particles which discovery provides us crucial
insight about it’s nature. We will simulate this phenomena with a quantum computer
to show the potential of this technology. This goes way beyond a classical stmulation,
because we will be creating a quantum system with the same properties than that of
neutrinos.
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1. Introduccion

La computacién cuantica y la informaciéon cuantica son unos marcos teéricos bri-
llantes para el desarrollo de tareas computacionales y de tratamiento de informacion
usando sistemas y leyes mecano-cudnticas[1]. El potencial de este método de compu-
tacion esta fuera de duda, pero las limitaciones tecnoldgicas hacen dudar, atin a dia
de hoy, de su posible uso en diferentes tareas. En este trabajo hablaremos primero
de los fundamentos de esta tecnologia, y cémo usarla a su favor. Veremos céomo se
trabaja con informacion en un sistema cuantico y como crear estos sistemas.

Una de las tareas en las que los ordenadores cuanticos tienen un poder inigualable
frente a los ordenadores clasicos es la de simular sistemas cuanticos, como puede ser
el caso de la particula con masa mas ligera del modelo estandar hasta la fecha. En
el siguiente capitulo hablaremos de esta particula, el neutrino.

Los neutrinos son posiblemente las particulas mas fascinantes del modelo estandar
por su poder de transmitir informacién de un lugar a otro a grandes velocidades sin
pérdidas. Esto es una ventaja a la vez que un inconveniente para los fisicos de
particulas, porque se debe a una interaccion con la materia muy débil, al contrario
que los cualquier otra particula con o sin masa. Su descubrimiento fue tan revolu-
cionario como lo fue mas adelante el descubrimiento de sus oscilaciones, pues nos
proporcionaba una herramienta para entenderlos y, con ello, una para adentrarnos
en en centro de supernovas, estrellas, nicleos galacticos, y el propio Big Bang.[2]

Estas oscilaciones pueden ser simuladas en un ordenador cuantico, creando, a
partir de elementos mucho mas manejables que los neutrinos, sistemas cuanticos
que se comporten como tales. De esto hablaremos en los ultimos capitulos, haciendo
una descripcion detallada de cémo crear estos sistemas.

En este trabajo no haremos un analisis del error de los ordenadores que usemos
ni de las propiedades técnicas de estos. Simplemente trataremos de hacer un andlisis
cualitativo demostrando que se pueden simular sistemas cuanticos reales de una
forma sencilla en ordenadores cuanticos.

2. Introduccién a la computacion cuantica

2.1. El qubit

El qubit es la unidad fundamental de informacion cuantica. Es el andlogo al bit
de la computacién clasica, y al igual que este también tiene dos valores posibles, el
0 y el 1. La diferencia entre ellos es que asi como un bit siempre esta en uno de
estos estados determinados, el qubit puede estar en una superposicién de ellos. Esta
superposicién es cuantica, y esto significa que a la hora de medir obtendremos o 0 o
1 con cierta probabilidad, y que la propia naturaleza del estado antes de medirlo es
la indeterminacion. Una vez realizamos dicha medida, decimos que el qubit 'colapsa’



a uno de los valores posibles.

Esto es representado habitualmente de dos formas andlogas, en forma de funcién
de onda y en forma de la llamada "Esfera de Bloch’. La tnica condicién que impo-
nemos a estas representaciones es que estén normalizadas, lo cual es logico, pues la
probabilidad de medir 0 y la de medir 1 han de sumar 1, pues son las unicas dos
posibilidades. Por esta razén la funcién de onda es de esta forma:

W) =al0)+511) ;5 |af+[8F=1 (1)

Donde |0) y |1) son los elementos de una base canénica de dimension 2, es decir:

n=(y) =) 2)

En este caso la probabilidad de medir |0) es |a|* y la de medir |1) es |5/
La esfera de Bloch es una superficie esférica unidad como la Figura 1.
El estado en la forma de (1) se representa en
las coordenadas esféricas de la esfera de Bloch

107

como:
0 , 0
14)) = cos 3 |0) + e'¥ Sin§ 1) (3)

Para trabajar con varios qubits la notacion es
similar. Asi como para uno solo tenemos dos ele-
mentos que forman la base, para n qubits ten-
dremos 2". Para denotar estos estados, usaremos
el producto tensorial. Para el caso de dos qubits:

Figura 1: Esfera de Bloch [I]

1 1
m-pen-00-(8)-)
0 0 : 0 :
o=y ho=|7] m=|; (5)

0 0 1

Esta sera la base computacional que se use en gran parte del trabajo. Aqui aprove-
chamos para aclarar la notacién sobre varios qubits, donde vemos que se empiezan
a contar por la derecha empezando por 0. Asi, cuando nos refiramos al qubit 1
sabemos que es el segundo por la derecha y asi sucesivamente.

En este trabajo vamos a tratar el qubit como un elemento matematico con las
propiedades especificadas. Para hacernos una ligera idea de qué puede ser un qubit
podemos pensar en cualquier sistema cuantico de dos niveles o polarizaciones. Por
ejemplo un electrén con dos polarizaciones de espin en una misma direccién, un
fotén con dos polarizaciones espaciales o incluso un atomo de dos niveles.
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2.2. El circuito cuantico

El circuito cuantico es la forma mas basica de representar operaciones sucesivas
sobre un conjunto de qubits. En estos circuitos cada qubit sigue una linea, como
si se tratara de un simple cable, y va pasando por diferentes elementos que alteran
su estado. Estos elementos son las puertas [6gicas que veremos a continuacion. Los
qubits parten de un estado inicial determinado |0) y siguen el circuito hasta que
finalmente son medidos. La medida puede realizarse individualmente sobre cada
qubit, es decir, no hace falta que se midan todos al mismo tiempo. Una vez realizada
esta medida se guarda en un canal clésico.

La medida en estos circuitos se representa en la Figura 2, donde ¢y representa el
canal cuantico por donde pasa el qubit y ¢ el canal clasico mencionado.

En este trabajo usaremos la plataforma Qiskit para pro-
gramar nuestro circuito cuantico ya que, una vez terminado,

PO es capaz de mandarlo directamente a un ordenador cuantico
0 0 real de IBM, y asi podemos obtener resultados experimenta-
les sin necesidad de contar con un ordenador cuantico cer-

Figura 2 ca.

2.3. Puertas logicas clasicas y cuanticas

Claramente la informacién contenida en un solo qubit es mucho mayor que en la
de un bit. Aunque esta informacién no la podamos extraer directamente podemos
usar a nuestro favor la indeterminacion, alterando las probabilidades de que, al
medirlo, obtengamos 0 o 1. Estos elementos que modifican las probabilidades se
llaman puertas légicas.

En la computacion clasica las puertas logicas se encargan de hacer las operaciones
bésicas con bits. Entre estas operaciones esta la negacion de un bit o la suma, resta
y producto de varios, entre otras. A partir de estas operaciones simples es como
los ordenadores realizan todas las operaciones logicas y con ellas se puede construir
cualquier algoritmo.

Para los ordenadores cuanticos estas puertas tienen el mismo efecto, pero dado
que podemos construir superposiciones hay muchas posibles puertas mas. Son repre-
sentadas por matrices, que actian sobre el estado inicial. Asi como antes la Unica
condicién que tenia que cumplir el qubit era la normalizacion, ahora la tnica que
ha de cumplir la puerta légica cudntica es que sea unitaria, es decir, que UTU = I.
De esta forma el estado final también estara normalizado. Esta condiciéon también
es necesaria para que las puertas sean reversibles, es decir, que para toda puerta U
exista otra, UT, que te devuelva al estado inicial. Esta propiedad no la tienen todas
las puertas légicas clasicas, donde se puede perder la informacion del estado inicial



al realizar operaciones. Por esta razén, puertas cldsicas como la puerta AND, que
suma dos bits, no estan permitidas en un circuito cuantico.
En el caso basico de la negacién de un bit y un qubit como (3):

pit: o021 0 12%
: NOT 0 .0
Qubit : ); — [) = cos B 1) + €'? sin 2 0) (6)

Podemos escribir la puerta NOT de forma matricial: ((1) é) También se le suele

llamar puerta X, por ser equivalente a la matriz de Pauli o,.

0) |0)
| \\\\(\‘I I I ‘\\‘\'\
S o,
X Representacién de la puerta 16gi- &
Ii) ca X en un circuito cuantico _ Ii)
Estado inicial |0) representado Estado final |1), al hacer pasar
en la esfera de Bloch |0) por la puerta X

El ejemplo basico de matriz que no tiene analogo clasico es la puerta Hadamard,
que actuando sobre un estado inicial te devuelve un estado totalmente superpuesto,
es decir, que tenga un 50 % de probabilidades de ser 0 y otro 50 % de ser 1:

— H —
1 1 1 1
\/§ (1 —1) ’ ‘ > \/§(| >+| >) ( ) Puerta Hadamard en un
circuito

Asi como habfamos expresado la forma general para una funcién de onda en (3)
ahora podemos expresar de forma general una matriz unitaria Us. Tanto la puerta
Hadamard como la puerta X son casos especiales de esta:

-_— u —
cos ? —e’

Agin ¢ 2.0.0
Ug(ﬁ, A, Cb) - <€i¢ siég iAo 00825) (8)

Puerta que representa la
matriz unitaria U genérica

También existen puertas logicas que actien sobre dos qubits. Las mas comunes
son las puertas controladas. Estas puertas actian sobre un qubit como una puerta
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Us si otro qubit, llamado ’de control’ es |1), y no hacen nada si este es |0). Un caso
particular sencillo es una que, al actuar sobre un qubit, le aplique una puerta X
(NOT). A esta puerta se le llama CNOT. En en caso de ser el primer qubit por la
izquierda, el 1, el de control:

Control(q;) Target(qo) | | Control(q;) Target(qo) 1000
0 0 0 0 0100
0 1 0 1 “vore =100 0 1
1 0 1 1 0010
1 1 1 0

Figura 6: Tabla de verdad: estado inicial de dos qubits a la izquierda y estado final a la derecha.
Ademas, representacién matricial de esta puerta

Para una puerta controlada genérica que tenga como qubit de control el qubit 1
(el segundo por la derecha):

10 0 0
01 0 0

CU10(97 A ¢) - 0 0 e—i(¢+/\) COS g _e—i(qb—)\) sing (9)
00 €@ Ngin g e (912 cog g

Si el qubit de control es el qubit 0 (el primero por la derecha):

1 0 0 0

0 e @tNeosl 0 —e 0 Ngin?
_ 2 2

0 €@ Nsgin g 0 etV cos

2

En un circuito cuantico estas puertas se representan de la siguiente forma:

2,0,0

— U

—_— 2,0,0 — —

Puerta CNOTp; con Pluerta. CNOTio c0111 Puerta Cpy,, con el Puerta Cpy,, con el
el qubit 0 de control © qubit 1 de contro qubit 0 de control qubit 1 de control

Esto resume todas las puertas logicas que vamos a usar en este trabajo. Mas
adelante veremos la aplicacion de esto sobre circuitos.



3. Introduccion a la informacion cuantica

3.1. La matriz densidad

Otra forma mas alla de la base computacional de describir tanto un conjunto de
qubits como un sistema cuantico general es la matriz densidad. Nos permite describir
correctamente estados de los que solo podemos decir que se encuentra en un estado
|1);) con una probabilidad p;, que resulta en una descripcién més general que la
descrita hasta ahora para definirlos:

p=_ pilty) (Wil (11)
Como ejemplo, tomemos un estado superpuesto de dos qubits, A:

1 1
E(HO) +1)) =) ® E(\@ +11)) (12)

Sabiendo que el sistema se encuentra en un estado determinado la matriz densidad
sera en este caso, simplemente:

[Wa) =

pa = [va) (Wa| = 1) (1| ® %(\0> + 1) (0] + (1)) = pa1 ® pao =

_ (00 11y _1
“\01) 21 1) T2

Donde hemos podido separar las matrices en sus componentes de cada uno de sus

qubits (pa1, pao)-
Cuando no podemos separar el estado de dos qubits de forma tan clara como en

(13) existe un método para separar su matriz densidad y referirnos a la matriz de
un solo qubit. Por ejemplo, con el estado B:

1
V2

En este caso es imposible expresarlo en forma de producto.

(13)

o O OO
o O O O
_ = O O
= = O O

[¥5) = —=(]10) +01)) (14)

La matriz densidad serd, de forma similar al caso anterior:

| —

pB = |VB) (V| =

o O O O
S = = O

00
10
10 (15)
00

Si quisiéramos hablar de la matriz densidad de uno de los qubits tendriamos que
hacer la llamada ’traza parcial’ de este qubit. Recordamos que la traza es la suma
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sobre los elementos de la diagonal de una matriz. Matematicamente es bastante
intuitivo y se ve mejor con un ejemplo. Descomponiendo (15) en la suma de sus
elementos:

pB = %(\10> (10] + 101) (10] + [10) (01| + |01) (01]) (16)

Podemos a su vez descomponer cada bracket en su producto tensorial de cada qubit
por separado:

pB = %{\D (1], @]0) {0lp+10) (1], ©[1) (0]o+[1) (0[,[0) (1[0} (O], @|1) {1|o} (17)

Si ahora queremos hacer la traza parcial sobre el qubit 0 sumamos los elementos de
la diagonal del qubit de la derecha, estos son |1) (1|, y |0) (0],, y eliminamos el resto:

Tro{ps} = 3{10) (1], +10) 01,} = o (18)

Si hubiéramos hecho esto mismo sobre el sistema A, es decir,si hubiéramos hecho la
traza parcial sobre el qubit 0 en A, habriamos obtenido la pa; y si la hubiéramos
hecho sobre el qubit 1, p4o.

3.2. Entropia

Clasicamente la entropia de un sistema mide la cantidad de grados de libertad (o
microestados accesibles, en términos estadisticos) de este. También se dice que mide
el grado de desorden de un sistema. En la teoria de la informacién se usa el mismo
término de entropia para medir la aleatoriedad de un sistema, o su incertidumbre.
Estos dos conceptos estan relacionados intuitivamente, dado que a mayor grados de
libertad es més dificil predecir el estado final del sistema.

En informacién cuéntica parece un poco mas complicado definir la entropia. En
termodinamica solemos hablar de la entropia de muchas particulas, cémo se transfie-
re calor de un sistema a otro, o como varia la entropia si aumentamos al temperatura
o disminuimos el volumen de un gas. jPero qué sucede si en lugar de un conjunto
de particulas tuviéramos dos particulas en un sistema cuantico superpuesto?

La entropia de un sistema cuantico sigue la descripcion de la teoria de la infor-
macién, con la llamada "Entropia de Shannon’.

Matematicamente la entropia de una distribucion de probabilidades, p,, es la
"Entropia de Shannon’[1]:

S==Y p.logp, (19)

Donde las probabilidades en este caso son clasicas. Von Neumann usé una forma
analoga a la entropia de Shannon para describir la entropia de un sistema cuantico,
usando el formalismo de la matriz densidad:

S =-Tr{plnp} (20)

9



3.3. Entrelazamiento

Maés allé de la computaciéon cuantica uno de los elementos de la mecénica cuantica
que vamos a estudiar es el de entrelazamiento. Mantendremos la notacion de los
qubits.

Matematicamente se puede describir de una forma simple. Decimos que un con-
junto de qubits estan entrelazados si su funcion de onda no es separable, esto es, si
no puede expresarse como el producto de dos funciones de onda individuales para
cada qubit(|y) # |¢); ® [¢),). Esto ya lo habiamos visto describiendo la matriz
densidad. El estado (14) es un ejemplo de estado entrelazado, no separable:

1
[¥) = ﬁ<!10> +101)) (21)

Este estado tiene una peculiaridad muy interesante. Si mides uno solo de los
qubits inmediatamente conoces el resultado de la medida sobre el otro. Es decir, si
mides el qubit 0 y observas el estado |1) sabes que el otro qubit tiene que ser |0)
y lo mismo al revés, y independientemente de la medida que tomes de uno de ellos
siempre conoceras el valor del otro. A este fenémeno se le llama entrelazamiento y
a este tipo de estados de dos qubits en el que si mides uno sabes el otro se les llama
estados de Bell o pares EPR.

Pero esto va mas alld de una simple correlacion entre magnitudes, algo que no
tiene por qué ser cuantico. En este caso recordamos que cuando se realiza una
medida del sistema el estado colapsa a uno de los estados clasicos. La naturaleza
del estado superpuesto es su propia indeterminacion, por ello cuando medimos y
colapsa, cambiamos a su vez la propia naturaleza. Esto no sucede clasicamente,
donde la medida simplemente es una forma de extraer informacién y no afecta de
ninguna forma a lo que se estd midiendo. [3]

En el entrelazamiento radica gran parte del poder de la computacion cuantica y
es un elemento clave en la mecanica cuantica y en la fisica de particulas.

3.4. Entropia de entrelazamiento

Podemos hacer una distincion dentro de este concepto de entrelazamiento que nos
llevara a conclusiones interesantes. Este es que un estado pueda estar mas o menos
entrelazado. Por ejemplo, puedes medir un qubit y que con este tengas, como en el
caso de los pares EPR, toda la informacion sobre otro, o sobre todos en el sistema,
o puede ser que al medirlo tengas solo parte de la informacién de alguno de ellos.

Ahora que sabemos que entrelazamiento significa extraer informacién de un ele-
mento del sistema midiendo otro, esta més clara la conexién con la entropia. La forma
de medir esta informacién es la 'Entropia de entrelazamiento’. Asi como podiamos
decir antes que la entropia media la incertidumbre o aleatoriedad la entropia de
entrelazamiento ahora medird la cantidad de informacion de este sistema una vez
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midamos uno de sus elementos. Esto esta directamente relacionado con la aleatorie-
dad, ya que si un sistema estd totalmente entrelazado (par EPR), al medir un qubit
perdemos la aleatoriedad del otro, al haber extraido su informacion.
Cuanto mas entrelazado esté un estado cudntico, mayor sera su entropia.[4]
Anélogamente a la entropia de Von Neumann y usando la traza parcial p; de la
matriz densidad p, la entropia de entrelazamiento se define como:

Sent = —Tr{p;ilogygm« pi} (22)

La base del logaritmo es la dimension del espacio de Hilbert, que en este caso sim-
plemente sera equivalente al nimero de qubits del sistema. En el caso de un sistema
de dos qubits, la entropia de entrelazamiento da el mismo resultado si usamos la
traza parcial de la matriz densidad de cualquiera de los dos.[5]

3.5. Ejemplo: creacién de un estado entrelazado con un circuito cuantico

Vamos a ver cémo podriamos crear un sistema entrelazado como (14) a partir de
un circuito cuantico con puertas légicas.

Primero creamos un sistema con dos estados posibles equiprobables. Un ejemplo
de ello es uno con dos qubits, el qubit 1 en |1) y el 0 en un estado superpuesto
\%(|O> +1{1)). En un mismo circuito, estos dos qubits se representan como:

1 1

1) ® —=(0) + 1)) = —=

1) \/5(! ) +11)) NG
Vamos a crear este estado. En un circuito partimos de dos qubits en |0), es decir,
que aprtimos de |00). Para que el qubit 1 pase de |0) a |1) solo tenemos que negarlo,
asi que le aplicamos una puerta X(NOT). Al qubit 0, por otro lado, tendriamos que
aplicarle una puerta Hadamard (H)(7) y obtendriamos el estado deseado. De esta
forma:

(110) + |11)) (23)

1 1
X|0)@HI0)=[1)® ﬁ(\@ +11) = NG

Estos dos qubits representan ahora un estado separable, no entrelazado.

Ahora para llegar a (14) podemos aplicar una ultima puerta. Si queremos entrela-
zarlos tendremos que usar una que actie sobre los dos qubits.
En este caso nos basta con una simple CNOT, en la que
el qubit 0 sea el qubit de control, es decir, que si el qubit
0 es |1) negara el qubit 1:

(110) +[11)) (24)

q00 - H —9—

1
E

En la Figura 8 vemos representado el circuito

Figura 8: Circuito para crear cudntico que hemos wusado para crear este esta-
un estado entrelazado de dos (o.
qubits

a0, - CNOTu{5(110) + [11)} = (110} + Jo1)) (25

2

CO::
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3.6. El error en los ordenadores cuanticos

Hasta ahora solo hemos tenido en cuenta estados ideales, en lo que llamamos un
‘sistema cerrado’. Esto quiere decir que no interactiia con el entrono, de forma que si
pudiéramos realizar infinitas medidas sobre cualquier estado como |1)) = a|0)+51)
obtendriamos los valores de o y 3 con total precision. Esto no es lo que sucede en
realidad en ningin experimento, ya que siempre existe un efecto incontrolable del
entorno sobre lo que queramos medir. Pero asi como en un péndulo los efectos del
entorno pueden ser despreciables, no es asi en sistemas cuanticos, como por ejemplo
los qubits.

Los sistemas que tienen en cuenta este efecto del entorno se llaman ’sistemas
abiertos’[6]. Al efecto incontrolable que tiene el entorno sobre estos sistemas se le
llama ruido.

En un circuito cuantico cuantas mas operaciones se realice sobre los qubits, es
decir, cuantas mas puertas légicas tenga un circuito, mayor sera el ruido. Conside-
remos un sistema de dos qubits como el que hemos construido en la seccion anterior
|y = \%(HO) + |01)). Si quisiéramos hacerlo pasar por un circuito real, que corres-
ponde a un sistema abierto, podriamos medir los estados |00) y |11) que ni siquiera
aparecen en el estado que intentdbamos preparar.

4. OQOscilaciones de neutrinos

4.1. ;Qué es un neutrino?

Los neutrinos son las particulas con masa mas ligeras descubiertas hasta la fe-
cha. De hecho inicialmente se consideraban particulas sin masa, como el fotén. La
siguiente particula mas ligera, el electrén, pesa en concreto unos seis ordenes de
magnitud mas que los neutrinos [7]. Una consecuencia de esto es que sean tan difici-
les de detectar, al interactuar débilmente con la materia. Ha sido posible detectarlas
porque obtenemos grandes cantidades de ellos alld donde miremos.

El neutrino fue propuesto por primera vez para explicar la conservacién del mo-
mento y la energia en desintegraciones beta:

n’ —pt+e +7, (26)

Por supuesto esta particula debia ser de carga neutra, lo cual la hacia desde el
principio dificil de detectar. Se detecté por primera vez en laboratorio en 1956, con
el experimento de Cowan-Reines [§], en el que se us6 un método de decaimiento beta

12



inverso. En este experimento se hacia interactuar un protén, que sin interaccionar
con nada seria estable, con un antineutrino para dar un positrén y un neutrén:

pt+ 7, — et 40 (27)

A este neutrino se le llamé electrénico porque venia de la desintegracion 3, aun-
que en este momento se pensaba que era el Unico existente. Poco a poco se fue
teorizando sobre la naturaleza de esta nueva particula, llegando a la conclusion de
que debian existir al menos tres tipos de neutrinos, dependiendo de la reaccion de
la que provenian. A esta propiedad se le llamo sabor, y sabemos que existen tres de
ellos: electrénico v, mudnico v, [9] y taudnico v,[10]. Al igual que el electrénico, el
sabor indica la reaccién de la que proviene.

Sabiendo las reacciones de las que provienen y lo poco que interaccionan con la
materia se puede estimar la cantidad y el sabor de los neutrinos de distintas fuentes.
Sabemos que la mayor fuente de neutrinos en la Tierra son provenientes del Sol, pero
existen también neutrinos atmosféricos y de origen geoldgico. 6, 5x 101° neutrinos por
segundo por centimetro cuadrado nos llegan del Sol. Gracias a enormes detectores
de neutrinos como el Kamiokande (ahora Super-Kamiokande) o el IceCube somos
capaces de detectar algunos de todos estos neutrinos.

La deteccién de neutrinos fue especialmente importante en la deteccion de explo-
siones de supernovas, en las que los neutrinos, al no interaccionar con la materia a
su alrededor llegaban antes a la Tierra que los propios fotones.

4.2. Introduccion a las oscilaciones de neutrinos

Conociendo con detalle las reacciones nucleares que sucedian dentro del Sol y
la frecuencia con la que suceden podiamos estimar la cantidad y el sabor de los
neutrinos que nos llegarian a la Tierra, y con ello la cantidad de estos que seriamos
capaces de detectar[I1]. Los neutrinos que se producen en el Sol son electrénicos en
su gran mayoria, especificamente en el decaimiento 37 del 8B en la llamada cadena
pplII:

B — ®Be+et + 1, (28)

El problema de la oscilacion de neutrinos llegdé cuando tratamos de observar
estos neutrinos del Sol, viendo que detectabamos al rededor de un tercio de los
estimados[12]. La propuesta que finalmente fue demostrada fue la de que el neutrino
tenia masa, al contrario de lo que se pensaba en aquel momento. Y no solo tenia masa
sino que los estados de sabor del neutrino no coincidian con los de masa definida. Es
decir, que si trataramos de medir la masa de neutrinos de mismo sabor obtendriamos
en algunos casos un valor distinto que otro, lo que es una superposiciéon cuantica.
Esta teoria ya fue predicha afos atrds por Pontecorvo en 1967[13]. Siguiendo esta
teoria los estados de sabor de neutrinos serian una superposicion cuantica de estados
de masa definida:
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V) = Z Ua,j

J
Donde la base |v;) con i = 1,2,3 representa la base de masa definida, distinta
a la base de sabor definido. Los parametros que definen esta superposicion, aqui
denotados como U, ; vienen recogidos en la llamada matriz PMNS (Pontecorvo-

Maki-Nakagawa-Sakata)[14]:

Vi) 5 Vo = Ve, Uy, Vg (29)

|V€> Ue,l Ue,2 Ue,3 |V1>
|VM> = U,u,l UM,Q Uu,?) |V2> (30)
|I/T> UT,]. UT,Z UT,3 |V3>

Vemos que si desarrollamos cada término de este producto obtenemos (29). Por
supuesto estos estados superpuestos estan normalizados, de forma que \Uoé,1|2 +
|Ua73‘2 + |Ua73‘2 = 1.

Esta matriz conviene expresarla como el producto de tres matrices independientes
parametrizadas por los llamados ’angulos de mezcla’:

1 0 0 C13 0 8136—1'5013 c12 S12 O
PMNS = 0 Co3 S$923 0 1 0 —S12 C12 0 (31)
0 —S923 (€23 —Slgeiécp 0 C13 0 0 1

Donde c19 y s12 significa el coseno y seno del dngulo de mezcla 619, y el parametro
de fase dcp estd relacionado con la violacién de la simetria de carga-paridad (CP).
Esta representacién simplificada separa la mezcla entre cada uno de los tres po-
sibles estados de masa definida.
El detector Super-Kamiokande finalmente confirmé esta oscilacion de neutrinos
y Takaaki Kajita recibi6 el premio Nobel en 2015[15].

4.3. Evolucion temporal de los estados superpuestos

Hemos visto que los estados de masa definida no coinciden con los de sabor
definido y hemos presentado una forma de relacionarlos. Pero esto no ha resuelto
el problema de la oscilaciéon de neutrinos, porque aun tenemos que demostrar que a
medida que los neutrinos avanzan en el tiempo este estado de sabor definido cambia.
En mecédnica cuantica sabemos que los estados |F;) de energia definida E; varian
temporalmente solo una fase:

[Ei(1)) = e 7 | E,(0)) (32)

Considerando que la base de energia definida es la base de masa definida podemos
expresar, como en (29), la base de sabor definido en funcién de esta y entonces
hacerla evolucionar segin (32):

valt)) = 3 Uage™ 1) (33)
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Este estado representa la evolucién de un neutrino de estado inicial |v,). La proba-
blidad de medir un sabor determinado en un tiempo t viene dada por:

Passg = | (vslva(®)) I (34)

Para calcular esto tendremos que relacionar la base de sabor en ¢ con la base de
sabor en t = 0. Como la matriz PMNS es unitaria podemos poner la base de masa
definida en funcién de la de sabor en lugar de al revés, obteniendo:

vi) =) Usilve) (35)
8

Esta expresiéon es ademas mas intuitiva, pues partimos de un estado inicial de sabor
definido, como los neutrinos solares.
De esta forma podemos expresar finalmente el estado superpuesto evolucionado

como: o
va(t) =Y UajUsse ™ ) (36)
J.B
Y calcular la probabilidad de transicién de un estado de sabor definido a otro en
funcién del tiempo:

. Ejt
Pacsslt) = |3 UngUs e 7 2 (37)
J

Hemos expuesto tedricamente el problema de las oscilaciones de neutrinos. Vemos
que al no ser la misma base la de masa definida y la de sabor definido, existe un
cambio temporal en la probabilidad de medir un sabor u otro a tiempo t.

Usaremos en la mitad del trabajo una simplificacion de la matriz PMNS, que se
trata de considerar que solo tenemos dos sabores en lugar de tres. Al ser el sabor
taudnico el que menos se mezcla con los otros dos, consideraremos tunicamente los
otros dos, el electrénico y el muodnico. El formalismo es totalmente equivalente, pero
ahora la matriz se reduce a una simple rotacion:

R(6) - ((303912 —Sinelg) (39)

sinfs  cos b9

4.4. La masa de los neutrinos

Podemos analizar las energias F; para ver qué relaciéon guardan con las masas de
cada uno de los neutrinos. De esta forma si conseguimos saber experimentalmente
coOmo son las oscilaciones, estaremos un paso mas cerca de conocer la masa de los
neutrinos, algo que a dia de hoy no se conoce. Con la relacion béasica energia-momento

relativista (con c=1):
2
m3
— 2 ~ _J
Ej=\/|p]*+mj~p+ 7 (39)
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Donde hemos hecho la aproximacién razonable de que p = |p] >> m,. Llamare-
mos E al momento p, por ser el término dominante y igual para todas las energias.
Por ultimo podemos aproximar que, si ¢ = 1 y los neutrinos viajan a velocidades
cercanas a las de la luz, al casi no tener masa, entonces ¢t ~ L, donde L es la distancia
del detector a la fuente[16]. Sabiendo esto (con h = 1):

m2,L m2»L
ﬂﬂz * i |2 Z *—ih |2
J J
Normal Ordering (best fit) Por tanto sabemos que mi-
| bp £1o 30 range diendo experimentalmente las
sin? A1z 0.30415015 0.269 — 0.343 o )
3 __ . _ oscilaciones de neutrinos pode-
2| 612)° 33.447078 31.27 — 35.86 . .
- ' mos obtener la diferencia en-
g | sin® O 0.570%5 523 0.407 — 0.618 tre cuadrados de las masas.
=3 o 10 A+1-1 :
2 | O2s/ 49.07;4 39.6 — 51.8 La masa Am?2, fue hallada
2 | sin2045 0.02221+9:0906% (102034 — 0.02430 midiendo neutrinos solares y
v . . .
% | 613/° 8571013 8.20 — 8.97 Amss midiendo neutrinos at-
2| sop)e 105+31 107 — 403 mosféricos. Con estas medida
E . y la de los angulos de mez-
Am3, - 4o+0.21
105 oV? 742765 6.82 — 8.04 cla podemos hacer una des-
m2, cripciéon tedrica bastante preci-
_A_;if__g +251470028 19431 5 42508 p a0 prees
1077 eV sa de la oscilacién de neutri-

Figura 9: Datos de dngulos de mezcla y masas relativas[I7] 1OS-

5. Oscilaciones de neutrinos en un ordenador cuantico

5.1. Representacion en la base computacional para dos sabores: la base
de niimero de ocupacién

Ahora trataremos de conectar estos dos conceptos que hemos introducido, la
computacion cuantica y las oscilaciones de neutrinos. Para ello necesitamos conectar
el formalismo de la base de sabor definido con la base computacional.

En el caso de tener dos sabores, la descripcién méas simple de una base con dos
componentes ortogonales es la de un solo qubit. En este caso el sabor electrénico
corresponderia a |0), por ejemplo, y el sabor mudnico al |1). Otra posible descripcién
bastante intuitiva es la de dos qubits, en la que el qubit 0 te diga si el neutrino
es electrénico, |1), o no |0) y el 1 haga lo mismo si es mudnico. De esta forma
ve) = [01) y |v,) = |10) y el resto de componentes de la base [00) y |11) no
tienen sentido al contar Unicamente con un neutrino. A esta base se le llama base
de nimero de ocupacién, porque cuenta el nimero de neutrinos de cada sabor.
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Esta es especialmente interesante porque nos permite, usando el formalismo de la
matriz densidad, separarla en la parte de sabor electrénico y muénico y medir su
entrelazamiento.

5.2. Mode-entanglement y entropia de una particula

Antes hemos hablado de entrelazamiento y entropia, y esta claro que dos qubits
pueden estar entrelazados pero, si lo que estamos describiendo es un tinico neutrino,
..como puede ser que esté entrelazado consigo mismo?;Qué significado adquiere este
entrelazamiento? Este es el llamado mode-entanglement, o entrelazamiento de mo-
dos. Se le llama asi porque primeramente se describié para medir el entrelazamiento
de dos modos de oscilaciéon de un mismo fotén, especialmente confuso cuando uno
de estos modos es el vacio.

Tiene sentido hablar de entrelazamiento de sabores de la misma forma que en-
trelazamiento entre particulas. Podemos decir que si medimos si un neutrino es de
sabor electrénico (que es realmente lo que hacemos en los detectores) o no, medire-
mos inmediatamente si el neutrino es muénico o no (si no es electrénico es muénico
y viceversa, en este caso ideal). Visto con la notacién de la base computacional,
sabemos que si tenemos un (|1)) neutrino electrénico tenemos cero (|0)) neutrinos
muonicos y viceversa. Puede argumentarse que realmente esto no sea entrelazamien-
to, pues lo que tenemos es una misma particula en dos estados superpuestos, no dos
particulas distintas [18]. Con un ejemplo demostramos que de una forma sencilla
podemos pasar a un formalismo de dos particulas separadas espacialmente[4]:

Realizamos un experimento de scattering para un mismo neutrino preparado en
una superposicion de estados. Suponemos un caso ideal en el que:

Vo + 1 — a” +p" (41)

En este caso = = e ,u~. Al tener distinta
masa, al aplicarle un campo magnético existira
una diferencia en la direccion de dispersion de
la particula « saliente dependiendo de si es un
electron o un muén. Ahora, como se ve en la Fi-
gura 10, hemos pasado de una superposicion de
estados de sabor a una superposicién de estados
separados espacialmente. Ahora si que esta clara

la distincién entre tener un muén o un electrén, y

. _ . . tenemos dos particulas diferentes donde la exis-
Figura 10: Representacién del experi- ] ) o _
mento. Una superposicién de estados de  tencia de una estd condicionada por la de otra. Si
sabor pasa a una separada espacialmen- hiciéramos dos medidas de, por ejemplo, 2 neu-
te, en el que tiene sentido hablar de la  {rinog que interaccionen con el medio (sin inter-

base de nimero de particulas de cada . .
tipo.[] accionar entre ellos), sabemos que los posibles
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acontecimientos son que midamos 2 electrones y
cero muones, uUno y uno, y 2 muones y cero electrones. Estos posibles acontecimien-
tos estan superpuestos cuanticamente, es decir, que es de naturaleza indeterminada
hasta que se mide, y ademds si conocemos el nimero de particulas de uno sabemos
el de otro. Esto es, claramente, entrelazamiento.[19]

Este experimento demuestra que, aunque podamos usar la base de un solo qubit
para expresar la oscilacion de neutrinos de dos sabores, la base de dos qubits nos da
la herramienta para hallar el entrelazamiento de estos sabores. Esta sera, por tanto,
la que usemos en el circuito mas adelante.

5.3. Representacion en la base computacional para tres sabores

Andlogamente al argumento dado para dos sabores podemos usar una base de
tres qubits para representar tres estados. De esta forma podriamos hacer un calculo
del entrelazamiento en la misma base que usaramos para hallar los resultados. Esta
seria:

[100) = |ve)  [010) = [r)  [001) = |v7) (42)

Y esta seria una base totalmente correcta para describir el sistema. De todos modos,
en el caso de tres sabores la descripcion de entrelazamiento se hace mas confusa y
complicada, y por lo tanto lo dejaremos fuera de los objetivos de este trabajo. En
este caso, existirian tres entropias de entrelazamiento[20], correspondientes a las tres
posibles trazas parciales de la matriz densidad total, que te diran el entrelazamiento
de los otros dos sabores con el sabor sobre el que has hecho la traza. Ninguna de
estas entropias es trivial, al contrario que en el caso de dos sabores, en el que solo
tendriamos una entropia de entrelazamiento.

Por tanto usaremos la base que nos resulte mas cémoda, que es la base de dos
qubits, que no puede ser interpretada como base nimero sino simplemente como
una base canodnica ortonormal a la que le asignamos un significado a tres de ellas:

[10) = [ve)  [01) =) [11) = |vr) (43)

6. Simulacion de oscilaciéon de dos sabores

6.1. Resultados tedricos

En este apartado desarrollaremos tedricamente la ecuacién (37) ya demostrada
para el caso de contar unicamente de dos sabores, el electronico y el mudnico, y
estado inicial electronico. Como ya hemos comentado, la matriz PMNS en este caso
se reduce a una rotacion:

_mit fho —sinf
Pe—>ﬁ(t) — ’ Z Re,jR/g,je 5E ‘2 ’ R(Q) _ (COS 12 Sin 12) (44)

. sinfs  cos b9
7=1,2
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De esta forma hallaremos la probabilidad de que un estado inicialmente preparado
en el sabor electronico pase a sabor 8 = e, u:

. .m2L
P._s(t) = |[RaR}e” i + ReapRle 27 | =

Am3, L
2F

Donde Am3, = m3 —m}? es la diferencia del cuadrado de masas, que encontramos en
la tabla de datos de la Figura 9. Ahora particularizando para sabor final mudnico:

= R%R%) + R%,R%) + 2R R RY R, cos (45)

Am3, L

P.ou(t) = R4 R + RLR2, + 2Ra R Rea R}y cos 7

Am3, L

2F

Am3, L
4E

Para acortar la notacién 8 = 6,9, de forma que sin®6 = 0, 304.
La probabilidad de medir a un tiempo t el sabor electronico:

= 2cos?0sin® 6 — 2 cos® 0sin’ 0 cos

2
Amis L (46)

— cos® 0sin® 6 cos — sin” 20 cos

Am3,L

Pooo(t) = RY + RY, + 2R% R, cos %

Am3, L
2F

Veremos representada en la Figura 13a estas probabilidades en funcion del parame-

tro ¢ = Aglzl libre:

= cos” 0 + sin® @ + 2sin” 0 cos? 0 cos =1—P.,(t) (47)

{Pe_m(zb) — sin® 26 COS%
Pesse() =1 = Pery (V)

Recalcamos que acabamos de demostrar que para que los neutrinos oscilen en sabor
hace falta que estos tengan masa. Si Am?, = 0 entonces no habrian oscilaciones.

Con un analisis similar podriamos obtener las probabilidades en el caso de estado
inicial muénico.

6.2. El circuito

Pasamos ahora a crear un circuito cuantico que resuelva este mismo problema. La
ventaja respecto del caso anterior es que de esta forma podemos hacer que un sistema
de qubits, que son también particulas, se comporte, cada par individualmente, como
un neutrino en lo que se refiere a su oscilacion.
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Para construir el circuito usaremos primero la base de un solo qubit para simpli-

. =10 = (o) == () (18)

Ahora miramos las operaciones que hemos hecho: primero hemos aplicado sobre un
estado inicial electrénico |v,) = |0) una matriz unitaria para pasarlo a la base de
masa definida. Luego hemos aplicado una fase sobre el estado resultante y de nuevo
hemos aplicado la misma matriz unitaria, ahora traspuesta, para pasarlo de nuevo
a la base de sabor:

ve(t)) = R(6r2) Vo | BOw) <(1)> _

0 e '2E
B e_ifziEL cos s —sinfys 1 0 cosbfis —sinfis 1y
a sinfs  cos B9 0 e¥) \—sinfys cosbs 0/

Ue U\ (1
= [ 2 Z 49
(er, ) () @
La fase global la podemos ignorar, pues lo que vamos a obtener finalmente son
probabilidades, independientes de estas fases globales. Con esta notacién P._,.(1) =

Ueel? v Possu(v0) = |Ueul?. Esto son simplemente tres puertas unitarias, casos espe-
ciales de la puerta U; de la ecuacion (8):

R(615) = U3(262,0,0) R(012)" = Us(—2615,0,0)

1 0
(0 ew) = U3(0,0,9) = Ui(¥) (50)
A esta tultima se le llama puerta U;:
q0 _-1.120.0_ U11 _1.1::':1,&_

Figura 11: Circuito de un solo qubit

Ahora queremos pasar a la base de niimero de ocupacion expliacada en la seccion
5.1, representada por dos qubits[14]. Si anadimos un qubit més al circuito inicial-
mente esta en el estado |0). Este serd el nuevo qubit 0:

[Ve()) = (Uee [0) + Ueyu 1)) = Uee |00) + Uey, [01) @ [0) (51)

Para pasar a la base |v.) = |01) |v,) = |10) primero aplicamos una puerta X sobre el
qubit 0, el nuevo. De esta forma tendriamos un estado inicial electrénico |01) antes
de pasar por las demas puertas. Si quisiéramos analizar el sistema con estado inicial
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muonico simplemente aplicariamos una puerta X sobre el qubit 1 al principio. Luego
anadimos una CNO'T con el qubit 1 como qubit de control, que como sabemos, sirve
para entrelazar nuestros qubits:

CNOTo{(Uee |0) + Uy [1))} @ X [0) = CNOT{(Uee |0) + Upy 1)) © [1)} =
— CNOT{U,. |01) + U,, |11)} = U.. [01) + U, |10) (52)

Que es exactamente el resultado que buscdbamos. Ahora realizaremos medidas sobre
los dos qubits, asi que anadiremos las puertas correspondientes a esta accién:

w0 — 8 =
w 0 1

— u Y v __
q0: -118.0.0 1 11800

2

cO

Figura 12: Circuito de dos qubits para representar un neutrino de dos sabores en la base de niimero
de ocupacion

6.3. Resultados experimentales

Representamos una simulacién clasica del resultado de este circuito en la Figura
13a, para asi comprobar que es correcto. Para ello hacemos la simulacién sobre 50
circuitos que correspondan a 50 valores de 1 entre 0 y 2.

Datos de la simulacion clasica de 2 sabores Datos de la simulacion cuantica de 2 sabores

g T T T T T v T T T T T -
., - -
ook .\.\ I -Pr.'r.'(w} | 0.9 _\ — Pr.'r'(ir‘l;)
h .‘i -Pr'y (ir/) h Pr'j! (P)
osl \ e Simmlacién P, | | osk e Simulaciéon P, | |
A e Simulacion F,, e Simulacion F,,
0.7 F \ s g 0.7

.\\//

.\ /'

= 0.6k = 0.6k

. 2
¥ Jd

Probabilidades
Probabilidades

0 L . . s . ] 0
0 1 2 3 4 Bl [§} 0 1 2 3 4 i ]
W = Ami,L/2E Y = Am,L/2E

(a) Representacion de los datos de la simulacién clésica (b) Representacién de los datos de la simulacién
de dos sabores, comparada con la expresién teérica  cudntica, con ’'ibmq_quito’.

Figura 13

21



Vemos que los puntos se ajustan casi a la perfeccion a los datos tedricos. No
coinciden perfectamente porque la simulacion clasica trata de simular estados su-
perpuestos ideales, de forma que, al igual que los qubits, puedas medir al final un
estado electrénico o muonico. De esta forma, segin la cantidad de medidas que se
hagan sobre estos estado iniciales, obtendremos con més y més precision los valores
tedricos de la superposicién. En este caso hacemos 10* medidas de la simulacién.

Ahora tomamos otros 10 datos enviando el circuito a un ordenador cuantico real
publico, representados en la Figura 13b. El ordenador usado en todas estas medidas
ha sido 'imbq_quito’, capaz de realizar operaciones sobre hasta 5 qubits al mismo
tiempo

Los datos han sido tomados con 2048 medidas sobre qubits igualmente prepara-
dos, para cada punto. En este caso el error también es minimo, debido a que tenemos
unicamente dos qubits y muy pocas puertas légicas.

6.4. Evolucion de la entropia de entrelazamiento

La base de ntimero de ocupacion y su correspondiente representacion como qubits
nos permite hallar de forma mas intuitiva el mode-entanglement de un neutrino de
dos sabores, pues serd igual al entrelazamiento entre los dos qubits que usemos.

Primero haremos el célculo de la entropia de entrelazamiento (22) de este sistema

de dos qubits y dos sabores. Para ello primero tenemos que construir la matriz
densidad del estado final:

V(1)) = U, [01) + U, |10) (53)
0 0 0 0
0 |Uel> UU;, 0
p— p— ~ ~ ~ e p— 4
p ‘¢> <¢| O UékeUe,u ‘UGM‘Q O (5 )
0 0 0 0
= |Ueel? [01) (01] + U U, 101) (10] + Uz Upyi [10) (O1] + [Ue,]? [10) (01 (55)

Al igual que en el ejemplo de (16-19), haremos ahora la traza parcial de esta matriz
sobre el qubit 0, es decir, sobre el sabor electronico:

T2
o= 0P 10 1+ 10, 0 0, = (T ) (56
0 [Uel
Podemos comprobar que en este caso habriamos obtenido el mismo resultado si hu-
biéramos hecho la traza parcial sobre el sabor mudnico. Con este resultado, al ser
una matriz diagonal, podemos hallar facilmente el valor de la entropia de entrelaza-

miento, pues sabemos que la funciéon de una matriz diagonal es una matriz con la
funcién aplicada sobre sus elementos:

Sent — TT{pu IOgQ p,u} - |Uee|2 1Og2 ‘ﬁee‘Q ‘|’ ‘ﬁe,u|2 IOgQ |Ueu‘2 (57)
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Donde:

P._..(v) = |Uee|2 = cos? 0 + sin? 6 + 2sin” 0 cos? 6 cos

P, (¢) = |Ueul?* = sin® 26 cos® =

(58)

2 ¥
. (59

Representamos en la Figura 14 la entropia de entrelazamiento hallada junto con
las probabilidades de medir cada sabor.

[0 = o

Probabilidades y Se, (4)

[

i Evolucion de la entropia de entrelazamiento y probabilidades

~

2

== Pa(¥)

- =P, |7

Sent {tl.";) i

Vemos que el maximo de la en-
tropia coincide en el momento
en el que las probabilidades de
medir un sabor u otro son igua-
les, que es el caso de maximo
entrelazamiento[1][4].

Ahora que ya hemos creado
el circuito podemos empezar a
ver la importancia de la base
computacional y el uso de qu-

~ 4
— - \ .
01} \ bits para ver y calcular el en-
N . .
0162 L - - = trelazamiento de este sistema.
¢ = Ami,L/2B El entrelazamiento existente en-

Figura 14: Representacién de la entropia de entrelazamiento tre los qubits que usemos para
representar el neutrino sera el

mode-entangement de este.

6.5. Concurrencia

La concurrencia es una medida del entrelazamiento entre otras, como por ejemplo
la negatividad o el 'tangle’[21]. Proporciona una solucién a la entropia de una forma
mas simple, ya que, para sistemas mas complejos, esta puede ser dificil de resol-
ver. Veremos que esta nos dara un resultado del entrelazamiento cualitativamente
equivalente al de la entropia. Se define de la siguiente formal3]:

C(,O) = max{O, AL+ Ao+ A3+ )\4} (60)
Donde A; son las raices de los autovalores de:
_ _ . 0 —2
R=pp ; p=o0,Q0yp 0,0, |, O'y:<l. 0) (61)

Donde p* es la matriz densidad con cada elemento conjugado.

Esta p se le llama 'matriz densidad de espin intercambiado’.[I9] Se le llama asi
porque nos dice lo que le sucede al estado si intercambiamos el qubit 0 y el 1. Cuando
no cambia el estado bajo este intercambio la concurrencia serd maxima. Podemos
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predecir, por tanto, que en el caso en el que las probabilidades de medir cada sabor
sean iguales la concurrencia sera 1, maxima, al igual que sucedia con la entropia.

p = (Uee 101) + Ue [10)) (U7, 01] + U, (10]) (62)
p* = (U |01) + U;, 110)) (Uee (01] + Uy (10]) (63)

Aplicando ahora las matrices o

(0y ® o) |10) = [01) (0y ® o) [01) = [10)

(10[ (o ® o)) = (01 (01] (0y ® 7)) = (10] (64)
0 0 0 0
0 0 0 0 - -
) o o 20202 20,0502 0
— 0 . 2 U* Uee 0 R = — 1Yee eu ee“epl ~ee
i VA Rt =0 200,00 2A0 T2 0
cHTee ° 0 0 0 0
Los autovalores a; = A? de esta ma-
. ?oncurrenciayentr?pia de enltrelazamielnto . triz son a1, 09, 3 = 0 y:
Sent ¥ & &
_Crnf((if)) | &4 - 4|U66|2‘Ue’u,|2

M = 2|Uee||Uepl A1, Aoy, A3 =10 (65)

La concurrencia sera, por tanto:

i CW) - Q‘UeeHUeul — 2\/Pe—>e(w)Pe—>u(w)
(66)
| Hemos obtenido un resultado més sim-
ple que el de la entropia (57) y vemos en

s . - ; I la Figura 15 que la forma de esta funcion

S = AMLL/E " es muy similar.

Figura 15: Representacion de la concurrencia com-
parada con la entropia

7. Simulacion de oscilacion de tres sabores

7.1. Resultados teoricos

En este caso los resultados teodricos son mucho més largos, pues tenemos un
desarrollo similar pero con matrices 3 x 3 en lugar de 2 X 2 como antes.

i 0 0 |
v(t)) = PMNS'| o % o |PMNS/[o0 (67)
ML 0
0 0 e ier
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. Am3| L . Am3| L
Pa—)B = ‘UalUﬁl + UVOngvﬁ2e_ZT + Uvoz3Uvﬁ36_Z 2B ‘2 (68)
: Datos de la simulacién cldsica de 3 sabores No escribiremos explicitamente
0 \f\l\] | | | Il =nel las tres ecuaciones de las probabi-
osl \/\% _?Eg | lidades. Todas siguen un desarrollo
. v | y simplificacién analogos con los

distintos elementos de matriz de
(31). Sabiendo esto junto con los
datos de la Figura 9 representamos

.”,,t""'.lﬁ.j |
al ! HJWU/WAWMU | ] en la Figura 16 la oscilacion de sa-
0z} A UU W , ) bor de los neutrinos.
ﬂ
A U |
0.1 QJJJLI \}\/

1k f\ f ; .
Ay | \J\J\J’w

Probabilidades

2 3 4 5

Y = Ami,L/2E

Figura 16: Oscilacién de sabor de neutrinos

7.2. La matriz PMNS en un circuito cuantico

Usaremos la base computacional de dos qubit para representar los tres sabores:
[10) = |ve)  |01) =) 11) =|vr) (69)

La tinica componente que no tiene ninguna interpretacién en este problema es |00).
Para poder usar la matriz PMNS, que es 3 X 3, en esta base de 4 componentes, en
la que una de ellas carece de significado, podemos reescribir la matriz PMNS:

10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 0 a3 0 sge@r | [0 cp s12 0

PMNS, =
S4 00 Co3 $93 0 0 1 0 0 —S12 C12 0
00 —S93 (93 0 —813€i§cp 0 C13 0 0 0 1

(70)
Hemos extendido la matriz de forma que si se multiplica por cualquier elemento de
la base de sabores, nunca tendremos términos con |00) en el estado final.
De esta forma al hacer el circuito podemos interpretar cada matriz como puertas
l6gicas controladas.
Claramente la segunda y tercera matriz por la derecha son puertas controladas
de dos qubits con el qubit de control el 0 (11) y el 1 (10) respectivamente:
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1 o 0 0
8 6(1)3 (1)3136(75013 = Cy,,(—2613,0cp, —bcp) (71)
0 —sp3ecr () C13

10 0 O

0 0 —s23 c23
Por otro lado, la primera matriz no tiene directamente la forma de una puerta
controlada. Haran falta tres puertas de este tipo para crearla:

1 0 0 O
0 ci2 s12 0
0 —s12 c12 0
0O O 0 1

= C’]\/vOTl()C'U01 (—2012, 0, O)CNOT10 (73)

De forma analoga podemos construir la matriz adjunta:
PMNS! = CNOT,Cy,, (2612,0,0)CNOTyy x Cy,, (2013, 6cp, —0cp) %
X CUw (2923, 0, 0) (74)

Para terminar el circuito tenemos que crear la matriz de la evoluciéon temporal,
en la base computacional:

1 0 0 0 i

e ez 0 0 0
0 e?zr 0 0 | 010 0
0 0 e—i% 0 —e 0 0 e ™ 0 2 (75)
_mar —ip L
0 0 0 e 2B 0 0 0 e 21

Para ello compondremos dos matrices U; (50), aplicando cada una sobre uno de los
qubits del circuito:

1 0 0 0 e~ () 0 0
1 0 1 0 0 e 0 0 we | 01 0 0
0 e 0 eivo 0 0 ¥ 0 0 0 e ilov) g

0 0 0 et 0 0 0 e

(76)
Ahora podemos asociar las ¥y y 1y a los términos de la matriz (75) anterior. Esto
lo haremos sabiendo que tanto la fase global como el término |00) (00| no afectara
al resultado final si no coincide con la de (75):

Am3, Am3,
~ 33,88 oy = _ (1 —
Am%l ) wa lbo wl w — wo ¢( Am%l

U =~

) ~ —32.88¢ (77)
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Estos seran los parametros que han de acompanar a las dos puertas U;. Finalmente
el circuito se construye aplicando primero sobre el estado inicial |01) electrénico la
matriz PM NSy adjunta, luego las puertas de evolucion temporal que acabamos de
crear y por ultimo la PM N Sy:

q00 ‘._1.::1& ! :2 |

| |

—_—— = P !

q01 ma.lﬂ.-m Lmas 5 w8 i
0 =

L
Us Uz
-117,0.0 -0299,3.44, -3.44

Figura 17: Circuito de dos qubits para representar un neutrino de tres sabores.

Existen otras formas de construir un circuito con el mismo resultado, pero esta
parece la més simple y que ilustra mejor lo que queremos hacer. En [22] el circuito
tiene un nimero de puertas logicas menor, lo cual finalmente influird en el error del
ordenador cuantico, aunque el método utilizado es numérico y menos intuitivo.

7.3. Resultados experimentales

En el simulador clasico

. Datos de la simulacién clasica de 3 sabores (Figura 18) hacemos pa-
——P.(¢) ® datos P, sar este circuito en 100

0.9 e\
—— P, () e datos P, .o )
sl P () datos P | | puntos distintos para ha

llar todos los puntos ne-
cesarios para que se pue-
da identificar todas las os-
-or ’ T cilaciones de forma preci-
| 1 sa. Igual que antes, el si-
. mulador hard 10* medidas
- !i “ 4 1' - de los qubits en cada pun-
0.1F L} 4

i Wid  ©

0 1 2 p ‘A‘:’H%ELEQE-L ] G

Probabilidades

|
1 I 1 I
§

Figura 18: Datos de la simulacién clasica comparada con la dis-

tribucion tedrica
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En este circuito hemos empleado 10 puertas controladas y tres puertas de un
qubit, lo cual nos hace esperar un error mucho mas elevado y significativo a la hora
de obtener datos del ordenador cuantico. Haremos dos series de medidas, una de 12
medidas entre ¢ = 0, 27 representadas en la Figura 19a igual que en el caso de dos
sabores y otras 12 en un intervalo ampliado al centro en la Figura 19b.

Datos de la simulacién cuantica de 3 sabores

1 T T T T T T L Datos de la snmulacnon cuantlca de 3 sabores amphada
0.9 VU\] —FPe(y) o datos P (& l —P (v) e datosP,,
. —.Pc,,.('t;:)) e datos P, 0.9} " () e datos Pu: i
08k P..(v) o datos P, |1 sk ——P.,(¢¥) e datos P, ||
o
0.7 F s E
©
< 06} 4 0
- 3
E05F s L 3
I =
= <} 2
S 04} H.B'”"‘ oy 1 3
- " | &
0.3} Qn '| I .
'
0.2k © y .
f
0.1 J \ﬂ; ’ L
. ‘\L’\JQJ . . VRl
0 2 3 : 5 G ol - L L L L
W = Am?2,L/2E 29 3 3.1 3.2 3.3 34

1 = Ami,L/2E
(a) Representacién de los datos de la simulacién
cuantica de dos sabores, comparados con la expresién
tedrica.

(b) Datos de la simulacién cuédntica de un intervalo
central ampliado.

Figura 19

8. Conclusion

Los ordenadores cuanticos tienen un potencial inigualable en lo que se refiere a
simulacion de sistemas cuanticos. En este trabajo hemos usado este potencial para
simular las oscilaciones de neutrinos de dos y tres sabores. Hemos repasado conceptos
de mecanica cuantica que se pueden aplicar a la teoria de la informacién cudntica co-
mo el entrelazamiento y la entropia, y hemos mostrado como crear circuito cuantico
simple.

En el caso de los neutrinos de dos sabores hemos obtenido unos resultados que
se corresponden de forma bastante fiel a la teoria. Esto significa que hemos hecho
que un sistema de dos qubits se comporte como un neutrino. También se ha hecho
un andalisis de la entropia de entrelazamiento de los neutrinos y hemos visto como
la base computacional nos ayuda a la hora de hacer el calculo.

En el caso de tres sabores los resultados no han sido tan buenos pero igualmente
han demostrado que estos ordenadores son capaces de simular sistemas cuanticos
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mas sofisticados incluyendo las puertas légicas apropiadas.

Futuras mejoras de los ordenadores cuanticos mejoraran la calidad de estas 1lti-
mas medidas. Esto se podria producir tanto en forma de nuevo hardware como en
la de nuevos algoritmos de correccién de error. Los NISQ (Noisy Intermediate-Scale
Quantum computers), por ejemplo, son ordenadores con entre 50 y 100 qubits cuyos
algoritmos se estan desarrollando a dia de hoy. O los ordenadores hibridos capaces
de realizar operaciones con bits y qubits al mismo tiempo.[23]

Quantum computers have an incredible potential regarding simulation of quantum
systems. In this thesis we make use of this potential to simulate oscillations of two
and three-flavour neutrinos. We have explained some concepts of quantum mecha-
nics that can be applied to quantum information theory, such as entanglement and
entropy, and we have shown how to create simple quantum circuits.

About the two-flavour neutrino we have obtained results that faithfully resemble
the ones demonstrated in theory. That means that we have made a system of two
qubits that behaves like a neutrino. We have also made an analysis of the entropy
of entanglement of neutrinos and we have seen how the computational basis helps
calculating it.

About the three-flavour neutrino the results have not been as great but also de-
monstrates how these computers can simulate more sophisticated quantum systems
with the appropriate logic gates.

Future improvements in quantum computers will improve the quality of these
measurements. This could be accomplished in the form new hardware or new error-
correcting algorithms. For instance the NISQ(Noisy Intermediate-Scale Quantum
computers), are computers with between 50 and 100 qubits which algorithms are
being developed right now. Or hybrid computers, capable of running operations with
bits and qubits at the same time.[23]
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